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Бурное развитие науки и техники приводит 
к тому, что технологические процессы описы-
ваются математическими моделями не только 
обыкновенными дифференциальными уравне-
ниями (системами с сосредоточенными пара-
метрами [1]), но и уравнениями в частных про-
изводных (системами с распределенными па-
раметрами [2]). Системы автоматического уп- 
равления объектами с сосредоточенными пара-
метрам, и особенно линейными объектами, уже 
относительно хорошо изучены. 
Однако в большинстве технических прило-
жений суть объектов управления такова, что 
описание их небольшим конечным набо- 
ром сосредоточенных переменных не адекват- 
но ни существу процесса, ни той цели управле-
ния, которая поставлена применительно к  
объекту. 
Разработка теории и техники автоматиче-
ского управления для объектов с распределен-
ными параметрами в общем обусловливается 
тем, что [3]: 
• состояние объекта описывается функция-
ми нескольких независимых переменных; 
• движение объекта описывается дифферен-
циальными уравнениями с частными производ-
ными, интегро-дифференциальными уравнени-
ями в частных и полных производных; 
• управляющие воздействия на объект могут 
носить самый разнообразный характер. Они 
могут описываться функциями одной незави-
симой переменной и многих переменных; 
• на управляющие воздействия и функции 
состояния объекта могут накладываться допол-
нительные ограничения типа равенств и нера-
венств; 
• техническая реализация управляющих сис- 
тем связана с большими трудностями и про-
блемами новой технологии. 
На основании сказанного можно сделать 
вывод о важности проблемы оптимальности, 
управляемости и наблюдаемости. Ряд работ 
посвящен важной задаче экономичного нагрева 
в различных технологических процессах [4–6]. 
Разработок, посвященных анализу процессов 
управления теплотехническими процессами с 
учетом термонапряжений, недостаточно. 
В [7] рассматривается нагрев конструкции и 
исследуются термические напряжения, которые 
в ней возникают. При нагреве термически мас-
сивных тел возникают внутренние температур-
ные напряжения, которые могут ограничивать 
скорость нагрева, особенно в начальной низко-
температурной стадии. Процесс нагрева должен 
проводиться таким образом, чтобы термона-
пряжения не превышали максимально допу-
стимые значения с точки зрения появления раз-
личных микродефектов, а также возможности 
разрушения тела. В частности, при решении 
задач оптимального по быстродействию нагре-
ва термически массивных тел необходимо учи-
тывать не только управляющее воздействие,  
т. е. температуру греющей среды, но и ограни-
чения на фазовые координаты (термонапряже-
ния). Решение задачи оптимального по быстро-
действию нагрева термически массивного тела 
с учетом ограничений на термонапряжения го-
раздо сложнее, чем без учета этих ограничений [2]. 
Применяя метод, позволяющий ограничения 
на фазовые координаты заменить ограничения-
ми на управляющее воздействие, упрощается 
выбор допустимой скорости нагрева, в частно-
сти при решении задач оптимального управ- 
ления. 
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Рассмотрим теплотехнический процесс, 
описываемый системой: 
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где 2s
at
=ϕ  – безразмерное время; 
s
xl =  – без-
размерная толщина ( )11 ≤≤− l ; 
λ
α
=
sb  – крите-
рий Био; ν – безразмерная начальная диффузия; 
χ – безразмерная температура (критерий не-
симметричности нагрева, 1<χ ); ( )ϕ,lu  – тем-
пература; ( )ϕQ  – температура греющей среды. 
Система (1) описывает процесс нагрева пла-
стины толщиной 2s, для которой а, λ, α – соот-
ветственно коэффициенты температуропровод-
ности, теплопроводности материала пластины и 
теплообмена. 
Распределение температурных напряжений 
в пластине согласно [7] приводит к максималь-
ным растягивающим σmax и сжимающим σmin 
напряжениям в виде 
 
 
( )µ
∂
∂
Θ−
β
=σ
=
f
x
usE
sx31
minmax , 
 
 
 
где ( )µf  – функция от коэффициента несим-
метричности нагрева, 
s
cs
2
+
=µ , const=c , ко-
торая при нагреве постоянным тепловым пото-
ком в регулярном режиме дает параболическое 
распределение температуры по толщине пла-
стины 
 
( ) ( ) ( )21, cxctctxu ++= , 
 
 
где ( )tc  – линейная функция времени; 
const1 =c ; β – коэффициент линейного расши-
рения; Е – модуль упругости.  
Для пластины функция ( )µf  определяется 
следующим образом [2]: 
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Если при нагреве наиболее опасны растяги-
вающие напряжения, то введем ограничение 
 
∗σ≤σ maxmax , 
 
где ∗σmax  – предельно допустимое растягиваю-
щее напряжение. 
На основании этого ограничения можно 
определить максимально допустимое значение 
теплового потока и, в свою очередь, по гранич-
ному условию задачи (1) – ограничение на тем-
пературу греющей среды 
 
( ) ( ) ( )µα+= fs
ctsutQ m, ,                (2) 
 
где 
( )
E
cm β
σθ−λ
=
*
max13  – коэффициент, завися-
щий только от материала нагреваемого тела. 
В регулярном режиме нагрева можно через 
внешний теплообмен судить о температурных 
напряжениях в пластине. 
Практическое применение формулы (2) поз-
воляет при ограничении на температуру грею-
щей среды 
( ) const=≤µ AQ                       (3) 
 
в начальной стали нагрева, когда растягиваю-
щие термонапряжения не достигли максималь-
но допустимой величины, ограничиться только 
ими. Начиная с момента времени t1, когда 
( ) ∗σ≤σ max1max t , необходимо, кроме ограничения 
(3), учитывать и ограничение (2). Момент вре-
мени t1 определяется из условия 
 
( ) max01, uutsu ∆+= , 
 
где maxu∆  – максимально допустимый перепад 
температур по толщине пластины с точки зре-
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ния допустимых термонапряжений. Величину 
maxu∆  можно найти по формуле 
 
( )
2
max*
max 31 µ
µ∆
Θ−
β
=σ
fuE . 
 
Если ( ) δ≥txu ,min ; sxs ≤≤− , где δ – тем-
пература, при которой материал имеет доста-
точную пластичность для погашения термона-
пряжений, то можно учитывать только ограни-
чения (3). 
Момент времени t2, когда ограничение (3) 
теряет силу, может быть определен по выра- 
жению 
( ) max2, utsu ∆+δ= . 
 
Следовательно, для выполнения ограниче-
ний на внутренние термонапряжения maxσ  при 
использовании соотношения (3) необходимо 
знать температуру поверхности пластины 
( )tsu ,  из системы (1) [6]. Тогда определяются 
моменты времени t1 и t2, между которыми 
должно быть выполнено ограничение (3), ис-
пользующее также текущее значение темпера-
туры поверхности ( )tsu , ; 21 ttt ≤≤ . 
Рассмотрим численную реализацию данной 
задачи на примере решения уравнения 
 
4
4
2
2
2
2
1
x
ua
t
u
с ∂
∂−=
∂
∂ , bx <<0 ; ,0 Tt <<        (4) 
 
где u – величина уклонения от стационарного 
положения; с, а – коэффициенты, характеризу-
ющие состояние объекта в момент времени t с 
координатой x; Т – время процесса. 
Для того чтобы полностью определить су-
щество процесса, необходимо задать начальные 
и граничные условия. В качестве начальных 
условий возьмем начальное уклонение и 
начальную скорость: 
 
( ) ( )xfxu =0, ;  ( )xg
t
u
=
∂
∂ .               (5) 
 
Граничные условия определяют режим из-
менений на концах объекта: 
 
( ) 0,0 =tu ; ( ) 0,02
2
=
∂
∂ t
x
u ; ( ) 0, =tbu ; ( ) 0,2
2
=
∂
∂ tb
x
u .  
 (6) 
Решение задачи удобнее проводить с помо-
щью безразмерных переменных. Произведем 
замену bxx → ; t
c
t 1→ , тогда решение про-
изводится на отрезке [0; 1] и уравнение (4) 
примет вид 
4
4
2
2
x
u
t
u
∂
∂
−=
∂
∂ . 
 
Решение задачи (4)–(6) осуществим мето-
дом сеток, для этого введем две вспомогатель-
ные функции ( )tx,υ  и ( )tx,ω  по формулам: 
 
t
u
∂
∂=υ   и  2
2
x
u
∂
∂
=ω . 
 
Уравнение (4) заменяется системой урав- 
нений: 






∂
υ∂
=
∂
ω∂
∂
ω∂
−=
∂
υ∂
.
;
2
2
2
2
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Дополним систему (7) начальными и гра-
ничными условиями: 
 
( ) ( )xgx =υ 0, ; ( ) ( )xfx ′′=ω 0, ;            (8) 
 
( ) 0,0 =υ t ; ( ) 0,0 =ω t ; ( ) 0,1 =υ t ; ( ) 0,1 =ω t .  (9) 
 
Если задача (7)–(9) решена, то решение за-
дачи (4)–(6) находится по формуле 
 
( ) ( ) ( )dttxxftxu
T
∫υ+=
0
,, .            (10) 
 
Частные производные по х будем аппрокси-
мировать их полусуммой центральных раз-
ностных производных на слоях j и j + 1: 
 


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
 υ+υ−υ
+
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∂
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i
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i
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.2
2
2
1
2
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2
1
1
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1
2
2







 ω+ω−ω+
ω+ω−ω
=
∂
ω∂ +−
+
+
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−
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j
i
j
i
j
i
j
i
j
i
j
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В частности, получаем систему (7) в раз-
ностном виде: 
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( ) ( )
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
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

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.
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Система (11) относится к классу неявных и 
аппроксимирует решение исходной задачи с 
точностью ( )22O h+τ . Она устойчива при лю-
бых соотношениях между τ и h. 
Для решения системы (11) рассмотрим  
вектор 








ω
υ
=
+
+
+
1
1
1
j
i
j
ij
iZ . 
 
Тогда система примет вид 
 
i
j
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j
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j
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+
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где 
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
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

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
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
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


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Из начальных условий определяется вектор 
0
iZ  на нулевом временном слое. Решив систему 
(12), получим значение векторов 1iZ , а по фор-
мулам (10) – значения функции 1iu . Продвига-
ясь на второй временной слой и далее, получим 
решение задачи на всем промежутке [0; T]. 
Решение системы (12) осуществляется ме-
тодом матричной прогонки. Сначала определя-
ется вспомогательный набор двумерных мат-
риц Еi и векторов Fi по рекуррентным форму-
лам: 
00 =E , 00 =F ; 
 
( ) iiiii AECBE 11 −−−= ; 
 
( ) ( )111 −−− −−= iiiiiii FCDECBF , 1...,,2,1 −= ni . 
 
Далее находятся искомые величины 
i
j
ii
j
i FZEZ +=
++
−
11
1 ,  1...,,2;1 −−= nni . 
 
Описанный алгоритм решения задачи реа-
лизован специальной программой. 
Для системы (1) поставим задачу найти 
управление, удовлетворяющее системе, которое 
обеспечило бы минимальное время φ0 выпол-
нения равенства ( ) 0, 0 =ϕlu  для всех 11 ≤≤− l . 
Эта задача решается при помощи метода 
моментов [1]. Решение конечномерной пробле-
мы моментов сведено к определению чисел Θ1, 
Θ2, …, Θk-1, φ0, где Θi – точка переключения 
( )ϕQ  из системы k трансцендентных уравнений с 
k неизвестными. Для k = 2 эта система имеет вид 
 
( ) ν+χ+=−χ+ ϕµΘµ 112 022 iii ee ,  i = 1, 2, 
 
где числа iµ , i = 1, 2 являются различными 
действительными положительными корнями 
характеристического уравнения 
 
µ=µ ctg1
b
. 
 
При решении задачи о нагреве функция 
( )ϕu  на отрезке [0; Θ1] должна принимать зна-
чения 1 + χ, а следовательно, на отрезке [Θ1; φ0] 
она имеет значение χ – 1. 
Зададим начальное управление ( )ϕQ  в ин-
тервале Θ′′≤ϕ≤Θ′ , где 10 Θ<Θ′′<Θ′≤ . Бла-
годаря правильному выбору этого управления 
можно выполнить ограничения на термонапря-
жения. В этом случае оптимальное управление 
существует и величины Θ1 и φ0 определяются 
из системы уравнений: 
 
( ) ( ) ii seee iii 2
2
0
2
1
2
112 µ−χ++ν=−χ+ Θ′′µϕµΘµ , i = 1, 2, 
 
где  
( ) ( ) ϕϕ+ϕχ+= ϕµ
Θ′′
Θ′
ϕµ
Θ′
∫∫ deQdes iii
22
0
1 . 
Решение данной системы получим из соот-
ношений: 
( ) ( )
2
1
1
2
2
2
2
1
2
1
1
12
1
12 21
µ
Θµ
µ
Θµ








χ−
ν+χ+−
=








χ−
ν+χ+− ee ; 
 
( )








χ−
ν+χ+−
µ
=ϕ
Θµ
1
12ln1 12
1
0
1
2
2e , 
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где ( )( ) ( )∫
Θ′′
Θ′
ϕµΘ′µΘ′′µ ϕϕµ−−χ++ν=ν deQee iii ii
222 21 ,  
i = 1, 2. 
Если принудительное управление является 
линейной функцией, т. е. ( ) ϕ+=ϕ gdQ , 
Θ′′≤ϕ≤Θ′ , то значения Θ1 и φ0 определяются 
из соотношения 
 
.11
11
2
2
2
2












µ
−Θ′−−χ+−
−











µ
−Θ′′−−χ++ν=ν
Θ′µ
Θ′′µ
i
i
i
gde
gde
i
i
 
 
В Ы В О Д 
 
Таким образом, используя прием для заме-
ны ограничения на фазовую координату огра-
ничением на управляющее воздействие, прихо-
дим к тому, что метод решения задачи опти-
мального по быстродействию нагрева тер- 
мически массивного тела с учетом ограничений 
на термонапряжения принципиально не отли-
чается от метода решения той же задачи без 
учета ограничений на термонапряжения. 
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При изготовлении строительных конструк-
ций с дощатоклееными элементами все боль-
шее распространение получают соединения на 
вклеенных арматурных стержнях, наиболее из-
вестные из которых: монтажные стыки элемен-
тов конструкций большой длины (арок, рам), 
узлы опирания стоек рам на фундаменты, 
опорные узлы ферм, а также усиление отдель-
ных участков конструкций при действии в них 
значительных перерезывающих усилий [1, 2]. 
Соединения на вклеенных стержнях отли-
чаются компактностью конструктивных реше-
ний. Стыковые соединения не имеют ограниче-
ний по величине действующих в стыкуемых 
элементах усилий. При конструировании узло-
вых соединений, в частности опорных узлов 
ферм, имеющих размеры контактных площа-
док, ограниченных размерами поперечных се-
чений поясных элементов, из-за необходимости 
соблюдения требований условий расстановки и 
